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结构α-熵的加权高斯混合模型的子空间聚类
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摘 要： 利用信息熵或模糊熵确定子空间聚类中每个簇的不同特征，较好地解决了高维数据的子空间聚类 . 为
了进一步提高聚类算法的性能，将权向量的负结构α-熵引入到高斯混合模型中，获得了结构α-熵的加权高斯混合的子

空间聚类模型，提出了结构 α-熵的加权高斯混合模型的子空间聚类算法 SEWMM(Structural α-Entropy Weighting Mix⁃
ture Model)，该算法不仅可以发现高维数据空间中位于不同子空间的簇，而且能够获得子空间中具有不同形状体积的

簇 . 同时，进一步分析了算法的收敛性与时间复杂性 . 通过选取UCI(University of California, Irvine)标准数据集及图像

数据集，对提出的算法 SEWMM进行了实验，并与一些典型的聚类算法进行了比较，表明了提出的算法在总体性能上

具有一定的提升 .
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Structural α-Entropy Weighting Gaussian Mixture Model for Subspace
Clustering
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Abstract： Using information entropy or fuzzy entropy to determine the different features of each cluster for sub⁃
space clustering, subspace clustering for high dimensional data is solved very well. For further improving performance of
clustering algorithm, negative structural α⁃entropy with weight vector is introduced into the Gaussian mixture model to
obtain a structural α⁃entropy weighting mixture model of subspace clustering. Based on this, the structural α⁃entropy
weighting mixture model subspace clustering algorithm(SEWMM) is derived theoretically, which can not only discover
clusters in different subspaces in high dimensional data space, but also can discover clusters with various shape volumes
in subspaces. And convergence and time complexity of algorithm are further analyzed. In the experiment, compared with
some representative algorithms, the proposed algorithm SEWMM is tested on UCI(University of California, Irvine) stan⁃
dard data sets and image data sets. It shows the proposed algorithm has a certain improvement in the overall perfor⁃
mance.
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1 引言

近年来，随着信息技术、计算机网络与人工智能技

术的不断发展，在实际问题中产生了大量高维数据，如

何对这些数据进行聚类却遇到了很大的挑战 . 尽管人

们提出了一些不同的聚类算法，但由于高维数据的特

殊性，使得传统聚类算法并不能直接应用于这些数据，

为此，人们对高维数据的聚类进行了研究，其中方法之

一是维数约简技术，该方法主要由降维和聚类两个独

立的过程构成，且每个过程对聚类结果将会产生一定

的影响，也就是说，利用该方法获得的嵌入特征对于聚

类来说并不一定是最优的，且使得具有区分能力的信

息丢失 . 关于此问题，一些学者曾指出，若使用前几个
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主成分对数据聚类，则将破坏原数据的聚类结构［1］. 之
后，人们提出了变量选择方法，较好地解决了降维和聚

类过程独立的问题 . 最近，Zhao等人［2］提出了基于正则

项的高斯混合模型子空间聚类，此方法将聚类和寻找

簇的子空间同时进行处理，进一步提高了子空间聚类

的性能 . Peng等人［3］为了获取不同形状与大小的子空

间，将权向量的负信息熵引入到扩展的高斯混合模型

中，提出了一种基于熵的高斯混合模型的子空间聚类

方法，然而该方法只考虑了信息熵 . 我们知道，信息熵

是结构 α-熵［4］的特例，特别是，对于结构 α-熵中参数 α
的不同取值，则其对应于不同的熵，例如，当α趋近于 1
时，结构 α-熵变为信息熵；当 α=2时，则结构 α-熵为平

方熵 . 另外，当 α=2时，基于结构 α-熵的最小化准则等

于最近邻方法的错误概率 . 以上表明，将基于权向量的

信息熵作为惩罚项并不总是获得较好的聚类结果 . 针
对结构α-熵，Li等人［5］提出了最小熵的聚类方法，并将

其应用于基因表达分析中，Nicholas等人［6］提出了基于

结构 α-熵度量的点集配准，并且通过结构 α-熵中参数

控制求解的类型 .
为此，本文通过扩展信息熵，研究了结构α-熵的加

权高斯混合模型的子空间聚类 .
2 相关工作

子空间聚类是指将数据划分为不同的子空间或

簇，并且寻求数据的多个簇结构 . 通常，子空间聚类可

以分为四种类型，下面对其进行简介 . 基于统计的方

法将数据视为独立抽取且服从高斯混合模型的样本，

子空间聚类问题被转化为模型参数估计，可使用 EM
（Expectation Maximization）算法或最大似然方法估计

相应的参数［3，7］. 由于高斯混合模型具有较强的概率

解释以及对噪声鲁棒性等优点，因此，该方法获得了

较广泛的应用［8］，然而，对于传统的高斯混合模型，当

面对高维数据的聚类时，由于需要估计大量参数，以

及维数的逐渐增大，则极大似然估计问题很快成为不

适用的方法 . 为此，人们通过修改目标函数或对协方

差矩阵加以约束，提出了基于惩罚项的高斯混合模型

的子空间聚类［2］. 基于代数的方法包括两种形式，一

种是矩阵分解方法［9，10］，通过对数据矩阵分解达到数

据分割的目的，其缺陷是对数据噪声和异常数据较为

敏感；另一种是广义主成分分析法［11］，它主要使用多

项式拟合数据，但由于数据中存在噪声，因此，该方法

的实现较为困难，且对高维数据的处理代价较高 . 基
于迭代的方法将样本分配给子空间，并利用迭代技术

更新子空间的簇，从而实现对数据的划分［13，14］. 此类

方法可划分为硬子空间聚类和软子空间聚类 . 硬子空

间聚类通过使用启发式准则，采取自顶向下或自底向

上的搜索策略，从所有特征中寻找簇所在的子空间 .
软子空间聚类通过分配特征权值确定簇所在的子空

间，包括模糊加权子空间聚类［15~17］和熵加权子空间聚

类［3，18，19］. 基于谱聚类的方法是将谱聚类算法作为框

架，通过学习一个亲和矩阵找到数据的低维嵌入，并

使用传统的聚类算法对低维数据聚类的一种方法 . 亲
和矩阵可以使用高斯核、局部信息或全局信息进行构

造［20，21］. 最近，一些学者提出了对角为分块矩阵表示

的子空间聚类以及复杂噪声下的子空间聚类，统一了

现有的一些子空间聚类方法［22，23］．

3 结构 α -熵的加权高斯混合子空间聚类

模型

假设样本集为 X ={x1 x2 xn }，其中 xk Î Rp (k =

12n)，且 xk是由 c个高斯分量组成的混合密度中抽

取的样本，概率密度函数如式（1）所示 .
F(xk；Θ0 )=∑

i = 1

c

βi f (xk|V i Σ i ) （1）
其中 βi、Vi 和∑∑i 分别为第 i个分量的混合系数、均值向

量和协方差矩阵；f (xk|V i Σi )为第 i个分量的高斯密度

函数 . 为了解决高维数据的子空间聚类，Peng等人［3］对
高斯分量的协方差矩阵特例化，如式（2）所示 .

Σ i = σi
2 × diag(w-1

i1 w
-1
i2 w-1

ip ) （2）
其 中 diag(a1 a2 ap ) 表 示 对 角 元 素 分 别 为

a1 a2 ap 的矩阵，wij 表示特征 j对簇 i的相关性，且

wi = (wi1 wi2 wip ) 是 局 部 权 向 量 ，满 足 0 £wij £

1∑
j = 1

p

wij = 1"1 £ i £ c；σi
2 是簇 i的局部方差 . 利用式

（2）后，则第 i个高斯分量的概率密度函数变为

f (xk|V i σ
2
i wi )= (∏

j = 1

p wij

2πσ 2
i

)exp(-
1

2σ 2
i

∑
j = 1

p

wij (Vij - xkj )2 )

（3）
为方便起见，令 Θ ={(βi Vi σi

2 wi )|1 £ i £ c}. 为了

估计 Θ 中的参数，通过最小化 KL 散度［3］，从而获

得式（4）：

G(uk βi Vi σ
2
i wi )=

1
n∑i = 1

c ∑
k = 1

n

uik [-log βi

+∑
j = 1

p

(
wij

2σ 2
i

(Vij - Xkj )2 - log
wij

2πσ 2
i

)+ log uik ] （4）
其中 uk = (u1k u2k uck )是模糊隶属值组成的向量 . 为
了便于表达，下面给出了簇结构 α-熵与聚类结构 α-熵

的定义 .
定义 1 设簇 i的权向量为 wi = (wi1 wi2 wip )，则

簇结构α-熵由式（5）计算 .
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E(w i )=
1

21 - α - 1
(∑

j = 1

p

wα
ij - 1) （5）

其中α ³ 0α ¹ 1.
定义 2 聚类结构 α-熵定义为所有簇结构 α-熵的

加权和，并由式（6）计算 .
H（w1，w2，…，wc）

=∑
i = 1

c

E(w i ) =∑
i = 1

c hi

21 - α - 1
(∑

j = 1

p

wα
ij - 1) （6）

其中hi为加权系数 .
可以看到，当α→1时，则簇结构α-熵即为模糊熵，

聚类结构α-熵为聚类模糊熵 .
将聚类结构 α-熵引入式（4），并结合约束条件，从

而获得了结构 α-熵的加权高斯混合子空间聚类模型，

如式（7）所示 .
J (uk βi Vi σ

2
i wij )=

1
n∑i=1

c ∑
k=1

n

uik [-log βi+∑
j=1

p

(
wij

2σ 2
i

(Vij-xkj )2

-log
wij

2πσ 2
i

+log uik ]-∑
i=1

c hi

21-α-1
(∑

j=1

p

wα
ij-1)

（7）

s. t.
(∑

j = 1

p

wij = 10 £wij £ 1；∑
i = 1

c

β p
i = 10 £ βi £ 1；

∑
i = 1

c

uik = 10 £ uik £ 1)

由式（7）可知，通过引入结构 α-熵，并利用最小化

KL散度以及最大化聚类结构α-熵，使得算法能够获取

质量较高的簇，权向量的聚类结构α-熵值越大，则越表

明有更多的维度用于发现聚类中的簇，从而得到更好

的子空间聚类结构．

4 结构 α-熵的加权高斯混合模型子空间聚

类算法

针对式（7），构造拉格朗日函数，如式（8）所示 .
L(uk βi V i σ

2
i w i )=

1
n∑i=1

c∑
k=1

n

uik [-log βi

+∑
j=1

p

(
wij

2σ 2
i

(Vij-xkj )2-log
wij

2πσ 2
i

)+log uik ]

-∑
i=1

c hi

21-α-1
(∑

j=1

p

wα
ij-1)+∑

i=1

c

λi (∑
j=1

p

wij-1)

+ξ(∑
i=1

c

β p
ij-1)+∑

k=1

n

ηk (∑
i=1

c

uik-1)

（8）
其中 ξ为拉格朗日乘子，λ和η分别是由拉格朗日乘子

λ1 λ2 λc和η1 η2 ηn构成的向量 .
将式（8）分别对Vij、σi和 βi求偏导，并令其等于 0，从

而得到式（9）~（11）.

Vij =
∑
k = 1

n

uik xkj

∑
k = 1

n

uik

（9）

σi
2 =
∑
k = 1

n

uik∑
j = 1

p

wij (Vij - xkj )2

p∑
k = 1

n

uik

（10）

βi = (
1
n∑k = 1

n

uik )
1
p （11）

对于隶属度 uik和特征权值 wij的求解，下面以定理

形式给出 .
定理 1 给定混合系数 βi与权值向量 wi = (wi1 wi2 

wip )，则式（8）取极值时满足的必要条件如式（12）
所示 .

uik =

βi (∏
j = 1

p wij

2πσi
2

)exp(-
1

2σi
2∑

j = 1

p

wij (Vij - xkj )2 )

∑
t = 1

c

βt (∏
j = 1

p wij

2πσt
2

)exp(-
1

2σt
2∑

j = 1

p

wtj (Vtj - xkj )2 )

（12）

定理 2 给定混合系数 βi以及隶属度 uik，则式（8）
取极值时满足的必要条件如式（13）所示 .

wij =
(

αhi

21 - α - 1
- Yij )

1
1 - α

∑
j = 1

p

(
αhi

21 - α - 1
- Yij )

1
1 - α



i = 12c；j = 12p

（13）

其中Yij =

1
2n∑k = 1

n

uik [
(Vij - xkj )2

σi
2

-
1

wij

]

wα - 1
ij

，系数 hi可利用 hi =

max
j

(abs(Yij ))´ δ确定［3］，其中 δ为常数 .
下面给出结构α-熵的加权高斯混合模型的子空间

聚类算法SEWMM，如算法1.
算法算法1 结构结构α-熵的加权高斯混合模型的子空间聚类算法熵的加权高斯混合模型的子空间聚类算法SEWMM

输入输入：：数据集X，簇数 c，参数α

输出输出：：隶属矩阵U，簇中心矩阵V，权矩阵W和方差σi，其中矩阵U、、

V与W 中的元素分别为uik、Vij与 wij（i = 12…c；j = 12…p；k =

12…n）

Step 1. 初始化wij=1/p，设置βi和σi为常数，随机初始化中心矩阵

V；

Step 2. 根据式（12）计算隶属度矩阵uik；

Step 3. 根据式（10）计算方差σi；

Step 4. 根据式（13）计算权值wij；

Step 5. 根据式（11）计算混合权值βi；

Step 6. 根据式（9）计算中心Vij；

Step 7. 若目标函数达到最小值，则算法结束；否则，转Step 2.
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可以看到，算法 SEWMM包括两种类型的参数，一

种是具有约束的参数，例如wij、βi和 uik，另一种是不具有

约束的参数，例如σi和 Vi．为了表明算法的收敛性，对

于有约束参数，将式（8）关于wij、βi和 uik求二阶偏导数，

分别得到式（14）~（16）.
¶2 L

¶w2
ij

=
uik

nw2
ij

-
α(α - 1)

21 - α - 1
hiw

α - 2
ij （14）

¶2 L

¶β 2
i

=
∑
k = 1

n

uik

nβ 2
i

+ ξp(p - 1)βp - 2
i > 0 （15）

¶2 L

¶u2
ik

=
1

nuik

> 0 （16）
由α>0与α≠1知，式（14）大于零，且式（15）与（16）

也大于零 .
对于无约束参数 σi和 Vi，它们为极小值的证明可

参考EM算法收敛性证明方法 .
由以上结果可知，对于第 t次迭代，则有
J (uk (t)βi (t)V i (t)σ

2
i (t)wij (t))£

J (uk (t - 1)βi (t - 1)V i (t - 1)σ 2
i (t - 1)wij (t - 1))

此式表明函数 J (uk (t)βi (t)V i (t)σ
2
i (t)wij (t)) 关于

变量 t是一个非增函数，从而可知算法是收敛的 . 假设

算法迭代 T次收敛，由算法可知，其时间复杂性为 O
（npTc）.
5 实验研究

为了验证算法 SEWMM的有效性，实验选取了UCI
标准数据集与图像数据集，聚类评价指标分别为正确

率（Accuracy，Acc）、兰德指数（Rand Index，RI）和标准互

信息（Normalized Mutual Information，NMI），它们的取值

范围均为［0，1］；参数 α的取值范围为［0.2，25］，δ=10，
实验结果为十次聚类的平均值 .
5. 1 UCI数据集

在 UCI标准数据集［24］中，选取了 Sonar、WBCD、
SPECT Heart、Vehicle、Semeion、Water Treatment Plant
（WTP）、Ionosphere、Iris、Mfeat_zer（MFeat的子数据集）

和 Liver数据集进行了实验，并与 ESSC［25］、FWKM［15］、
EWKM［18］、CKS-EWFC-F［26］、PFSCM［14］、kSDC［13］、

MoG［23］、RGMM［22］和 EWMM［3］算法进行了聚类性能比

较，实验结果如表 1所示，其中每个数据集所对应的三

行数值分别为 Acc、RI和 NMI指标 . 可以看出，算法

SEWMM在大部分数据集上获得了较好的聚类结果 .
例如，对于数据集 Ionosphere、Semeion、Iris、WBCD、Ve⁃
hicle与 Liver ，在选取的三个指标上，提出的算法均获

得了较高值，而在Vehicle和WBCD数据集的Acc指标

略低于MoG和 EWKM算法，但其值基本相当 . 对于剩

余的四个数据集，在选取的Acc、RI和NMI中的两个指

标都超过了比较的算法，而对于另一指标，提出的算法

与获得较好结果算法的性能也基本相当 . 同时，提出的

算法在十个数据集的聚类性能优于EWMM. 以上表明，

通过引入结构 α-熵惩罚项，提出的算法在Acc、NMI与
RI上优于比较的算法 .
5. 2 图像数据集

本小节主要选取图像数据集进行实验和比较，包

括 BSDS500图像与较大规模图像数据集，实验中使用

的图像均为彩色图像转换后的灰度图像 .
5. 2. 1 BSDS500图像

针对BSDS500图像数据集［27］，选取其中的 16幅图

像对提出的算法 SEWMM进行了图像分割实验，比较算

法分别为NCuts［28］（记为NCuts1）、多尺度NCuts［29］（记

为NCuts2）、FLICM［30］、DSFCM-N［31］、FSC［16］、kSDC［13］、
CKS-EWFC-F［26］、PFSCM［14］和EWMM［3］. 为了衡量算法

的总体性能，在实验中，将不同算法分别在 16幅图像获

得的Acc、RI和NMI指标值进行了平均，实验结果如图

1所示 . 可以看到，对于选取的所有图像，在聚类指标

Acc和 RI上，算法 SEWMM均优于比较的算法，而在

NMI指标上，算法 SEWMM略低于NCust2；另外，我们也

看到，在所有三个聚类指标上，提出的算法 SEWMM的

指标值都高于算法EWMM.
5. 2. 2 图像数据集的聚类

本小节选取 CIFAR10［32］、CIFAR100［32］、MNIST［33］、
Fashion-MNIST［34］和USPS［35］图像测试集对提出的算法

进行了实验；同时，选取NMF［36］、SSC［20］、SSC-OMP［37］、
LRR［21］、LSR［38］、LRSC［39］、EnSC［40］、CKS-EWFC-F［26］、
PFSCM［14］、kSDC［13］、MoG［23］、RGMM［22］和 EWMM［3］算
法与提出的算法进行了实验比较 . 使用 PCA方法对灰

度图像进行特征提取，其中 CIFAR-10、CIFAR-100、
MNIST与 Fashion-MNIST图像数据的特征数均置为

500；对于USPS图像数据直接使用所有的灰度值，实验

结果如表 2所示，其中每个数据集所对应的三行数值分

别为Acc、NMI和RI指标 .
由 表 2 可 知 ，对 于 选 取 的 图 像 数 据 集 ，算 法

SEWMM的聚类指标值优于 EWMM算法；与其他聚类

算法相比，总体上来说，算法 SEWMM的聚类性能优于

所比较的算法，例如，对于 Fashion-MNIST数据集，算法

SEWMM的Acc、NMI与RI指标值分别为 0.5880、0.6139
和 0.8836，而 EnSC算法的相应指标值分别为 0.5777、
0.6087和 0.8935，可以看到，提出的算法在 Acc和 NMI
两个指标均获得了较高值，而EnSC在RI指标上获得了

较高值，但 SEWMM与EnSC两种算法的RI指标值相差

幅度不大 . 总之，在提出的算法中，通过引入结构α-熵，

调整参数 α的取值，提出的算法能够获得更好的聚类

性能 .
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图1 图像分割实验结果

表1 不同算法在UCI数据集上的聚类性能比较

数据集

Ionosphere

Liver

Mfeat_zer

WTP

Vehicle

Semeion

Sonar

Iris

WBCD

SPECT Heart

ESSC
0.6685
0.6834
0.8498
0.9679
0.9680
0.8266
0.1395
0.1924
0.7035
0.3541
0.6301
0.1450
0.3986
0.5543
0.1475
0.5874
0.8226
0.5543
0.5529
0.5110
0.0877
0.8049
0.8695
0.7423
0.7116
0.5869
0.1225
0.4382
0.5058
0.1097

FWKM
0.7079
0.7199
0.4233
0.9679
0.9680
0.8267
0.5340
0.5724
0.7792
0.2349
0.6404
0.1640
0.4188
0.6482
0.1680
0.6202
0.8945
0.5652
0.5409
0.5020
0.0071
0.6551
0.9003
0.7882
0.6552
0.8365
0.5638
0.4880
0.5067
0.0974

EWKM
0.4803
0.5197
0.8197
0.9679
0.9680
0.8267
0.5270
0.5793
0.7810
0.2068
0.6392
0.1601
0.4507
0.6378
0.1871
0.5545
0.8855
0.5374
0.5505
0.5043
0.0111
0.7921
0.8667
0.7416
0.9571
0.8365
0.5944
0.4491
0.5036
0.0952

CKS-

EWFC-F
0.7123
0.5889
0.1349
0.9487
0.9021
0.7569
0.2416
0.6291
0.1199
0.2019
0.6364
0.1271
0.4301
0.6604
0.1881
0.3051
0.7171
0.3028
0.5553
0.5037
0.0097
0.9033
0.8895
0.4536
0.8496
0.7508
0.4536
0.3051
0.7171
0.3028

PF
SCM
0.7094
0.5865
0.1299
0.9423
0.8906
0.7363
0.3457
0.6425
0.3810
0.1674
0.6315
0.0859
0.4492
0.6506
0.1800
0.2751
0.6652
0.2845
0.5529
0.5032
0.0088
0.8933
0.8797
0.7496
0.8541
0.7504
0.4672
0.6030
0.5194
0.1029

kSDC
0.7111
0.5880
0.1338
0.9487
0.9021
0.7569
0.5458
0.7238
0.5029
0.1803
0.6270
0.0849
0.4508
0.6514
0.1851
0.5807
0.8840
0.5490
0.5538
0.5035
0.0094
0.8867
0.8737
0.7419
0.8541
0.7504
0.4672
0.5300
0.5087
0.0984

MoG
0.7164
0.6409
0.2507
0.9551
0.9137
0.7786
0.5050
0.7893
0.5590
0.2258
0.6420
0.1618
0.4752
0.6701
0.1756
0.6246
0.8975
0.5212
0.5568
0.5261
0.0483
0.9167
0.8366
0.8341
0.9121
0.8394
0.5621
0.7191
0.5945
0.0718

RGMM
0.7202
0.5959
0.1267
0.9487
0.9488
0.7569
0.5220
0.7884
0.5282
0.1973
0.6240
0.0959
0.4468
0.6165
0.2068
0.6076
0.8985
0.5609
0.5481
0.5022
0.0081
0.9101
0.9267
0.8334
0.8629
0.7630
0.4780
0.6067
0.5210
0.0964

EWMM
0.7094
0.5865
0.2606
0.9688
0.9691
0.8803
0.5425
0.5951
0.7844
0.3269
0.5924
0.3254
0.4515
0.6691
0.1922
0.6284
0.8929
0.6100
0.5385
0.5006
0.0061
0.9000
0.8848
0.7904
0.9371
0.8823
0.7207
0.8432
0.7444
0.2494

SEWMM
0.7319
0.7636
0.8616
0.9688
0.9688
0.8833
0.5560
0.6007
0.7894
0.3496
0.7134
0.3291
0.4508
0.6708
0.2423
0.6334
0.8959
0.5732
0.5702
0.5075
0.0124
0.9200
0.9105
0.8505
0.9565
0.9156
0.7828
0.8573
0.7533
0.2577
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6 结论

本文在定义簇结构熵与聚类结构熵的基础上，将

权向量的负结构 α-熵引入到高斯混合模型中，提出了

结构 α -熵的加权高斯混合模型的子空间聚类算法

SEWMM. 通过选取聚类正确率Acc、兰德指数RI与标

准互信息NMI评价指标，在UCI数据集与图像数据集

上，对提出的算法进行了实验研究 . 实验结果表明，与

已有的子空间聚类算法相比，算法 SEWMM对数据的聚

类效果更好 . 同时，算法 SEWMM的提出也为大数据背

景下数据的聚类提供了一种新方法 .
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